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Résumé
Sur (Vn,g), une variété riemannienne compacte de dimension n > 4 et de métrique g, nous
établissons des théorèmes d’existence de solutions pour une équation aux dérivées partielles
elliptique du quatrième ordre (E) avec exposant critique de Sobolev, dans le cas où f (x) est
une fonction partout positive. Soit ν l’inf de la fonctionnelle associée à (E) on prouve que si
K22 [supf (x)]1−4/nν < 1 l’Éq. (E) a une solution non triviale ψ ∈C5,α(V ), α ∈ (0,1) (ou C∞(V )).
Comme dans le cas constant (étudié dans un précédent article [Caraffa, J. Math. Pures Appl. 80 (9)
(2001) 941–960]) des applications géométriques de ce théorème sont données. En particulier lorsque
n= 6, alors que les calculs sont différents, on prouve que la condition pour l’existence d’une solution
reste la même que dans le cas f (x)= Const. Dans la dernière partie on étudie la même équation sur
(Wn,g), une variété riemannienne compacte à bord de dimension n > 4 et de métrique g, avec des
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the condition of existence for a solution, remains the same for f (x)= Const. In the last part we study
the same equation on (Wn,g), a compact Riemannian manifold with boundary of dimension n > 4
and metric g, with boundary conditions not necessarily zero. We prove some existence theorems of
solutions for this problem.
 2003 Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction
Notre premier objectif est de résoudre le problème suivant : sur une variété riemanienne
compacte (Vn, g) sans bord, de dimension n > 4, trouver une solution ψ ∈H2, positive et
C∞ dans certains cas, pour l’équation
(E) 2u+∇i[a(x)∇iu]+ h(x)u= λf (x)u|u|N−2, (1)
où a, h et f sont des fonctions C∞ sur Vn, f (x) étant partout positive, λ ∈ R et
N = 2n/(n− 4).
Nous montrerons des théorèmes d’existence de solutions non triviales de l’Éq. (E) avec
f (x) partout positive lorsque n 6.
Dans un précédent article D. Caraffa [3] nous avons prouvé en détails des théorèmes
d’existence de solutions de l’Éq. (E) avec f (x) = Const. Le théorème principal était le
Théorème 1, qui entraîne les Théorèmes 3 et 4. Dans la démonstration du Théorème 4, en
particulier, nous avons montré que (E) admet une solution ψ ∈H2 lorsque n > 6 s’il existe
un point P ∈ V avec
R(P) >−C(n)a(P ),
où C(n)= 2n(n− 1)/(n2 − 2n− 4).
Dans le cas f (x) = Const. et n = 6, alors que les calculs sont différents, on trouvera
que cette condition est encore la même :
R(P) >−C(6)a(P )
en un point P ∈ V .
Concernant l’Éq. (E), avec f (x) fonction positive, on montrera que pour n > 6 si, en
un point P ∈ V où f (x) admet un maximum,
R(P)+ a(P )C(n)+ C˜(n) f
f (P )
> 0,
alors (E) admet une solution.
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2. Existence, régularité et positivité des solutions de l’Éq. (E)Sur (Vn, g), variété riemannienne compacte, C∞, de dimension n > 4 et de métrique g,
considérons l’équation :
(E) 2ϕ +∇[a(x)∇ϕ]+ h(x)ϕ = λf (x)ϕ|ϕ|N−2, (2)
où a(x), h(x), f (x) sont des fonctions C∞ sur V , f (x) étant partout positive. Ici
N = 2n/(n− 4) et ϕ =−∇i∇iϕ.
Il s’agit de montrer l’existence d’un réel λ et d’une fonction ψ ∈ C5,α(V ) (éventuelle-
ment C∞(V ) et partout positive) vérifiant (E).
Ce type d’équation constitue un type limite à cause de l’exposant de |ϕ| au deuxième
membre.
Pour résoudre (E), nous allons utiliser la méthode variationnelle. Considérons la
fonctionnelle sur H2 :
J (ϕ)=
∫
V
|ϕ|2 dV − ∫
V
a(x)|∇ϕ|2 dV + ∫
V
h(x)ϕ2(x)dV
[∫
V
f (x)|ϕ|N(x)dV ]2/N , (3)
où ϕ ∈H2 et ϕ ≡ 0.
Le dénominateur de cette expression a un sens car, d’après le théorème de Sobolev, H2
est inclus dans LN.
Rappelons que H2 est l’espace de Sobolev pour la norme :
‖ϕ‖2H2 = ‖ϕ‖22 + ‖∇ϕ‖22 +‖ϕ‖22.
On vérifie aisément que l’équation d’Euler du problème variationnel suivant,
InfJ (ϕ), ϕ ∈A= {ϕ ∈H2(V ), ϕ ≡ 0}, (∗)
est l’Éq. (E). Notons ν cet inf.
2.1. Sur les inégalités de Sobolev
On note K2(n, q) la meilleure constante dans l’injection de Sobolev Hq2 ⊂ Lp , avec
1/p= 1/q − 2/n.
On sait (Caraffa [3]) que pour tout ε > 0 il existe une constante A(ε) telle que toute
fonction ϕ ∈Hq2 vérifie :
‖ϕ‖p K2(n, q)(1+ ε)‖ϕ‖Hq2 +A(ε)‖ϕ‖q,
et que la meilleure constante K2(n, q) ne dépend de la variété que par sa dimension. En
général on ne connait pas la valeur exacte de la constante, mais pour q = 2, sa valeur est
connue :
K−22 =K−22 (n,2)=
n(n2 − 4)(n− 4)
16
ω
4/n
n .
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Cependant, pour q = 2 on peut mettre en évidence un majorant de K2(n, q).Proposition 1. La meilleure constante pour l’inclusion Hq2 ⊂ Lp : K2(n, q), satisfait
l’inégalité suivante :
K2(n, q)K1(n, r)K1(n, q) (4)
avec 1/r = 1/q − 1/n, K1 =K1(n, r) la meilleure constante pour l’inclusion de Sobolev
Hr1 ⊂ Lp avec 1/p= 1/r − 1/n, sa valeur est connue, voir Aubin [1].
Démonstration. D’après le Théorème 2.21 de T. Aubin [2], toute fonction ψ ∈Hr1 (Rn),
avec 1/p= 1/r − 1/n, vérifie :
‖ψ‖p K1(n, r)‖∇ψ‖r .
Si ϕ ∈Hq2 , ψ = |∇ϕ| ∈Hq1 (Rn) avec 1/r = 1/q − 1/n et en conséquence :
‖ψ‖r K1(n, q)‖∇ψ‖q .
Ainsi, pour toute fonction ϕ ∈Hq2 (Rn) :
‖ϕ‖p K1(n, q)K1(n, r)
∥∥∇|∇ϕ|∥∥
q
K1(n, q)K1(n, r)
∥∥∇2ϕ∥∥
q
car ∇|∇rϕ| |∇r+1ϕ| (Aubin [2]). Mais comme K2(n, q) est la meilleure constante,
K2(n, q)K1(n, q)K1(n, r). ✷
2.2. Existence d’une solution ψ non triviale de l’Éq. (E) : enoncé et démonstration du
Théorème 1
Le théorème d’existence que nous allons démontrer est le suivant :
Théorème 1. Si ν < K−22 [supf ]−2/N , l’Éq. (E) a une solution ψ ∈ H2, ψ ≡ 0, qui
minimise le problème variationnel (∗).
Démonstration. Il n’est pas possible de prouver directement que ν est atteint. C’est pour
cette raison que, comme dans Yamabe [5], nous considérons les équations approchées
suivantes avec 2 < q <N :
(Eq) 2ϕ +∇
[
a(x)∇ϕ]+ h(x)ϕ = λf (x)ϕ|ϕ|q−2
et la fonctionnelle
Jq(ϕ)=
∫
V |ϕ|2 dV −
∫
V a(x)|∇ϕ|2 dV +
∫
V h(x)ϕ
2(x)dV
[∫V f (x)|ϕ|q(x)dV ]2/q .
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On sait d’après les inclusions de Sobolev que : H2 ⊂ LN ⊂ Lq . On définit :
λq = InfJq(ϕ), pour ϕ ∈H2(Vn), ϕ ≡ 0
et on prouve le :
Théorème 2. Pour 2 < q < N , il existe une fonction ϕq ∈ H2 non triviale vérifiant
l’Éq. (Eq) avec λ= λq = Jq(ϕq). De plus ϕq ∈ C5,α .
Démonstration. (i) Pour 2 < q N , λq est fini. En effet d’après le Lemme 3 de Caraffa
[3] : pour chaque η > 0 il existe C(η) > 0 telle que toute fonction ψ ∈ H2(V ) vérifie
l’inégalité : ∫
|∇ψ|2 dV  η
∫
V
|ψ|2 dV +C(η)
∫
V
ψ2 dV
qui, appliquée au terme en gradient dans la fonctionnelle Jq , donne (on choisit η de sorte
que sup(0, a(x))η 1/2) :
Jq(ϕ)
1
2
∫
V |ϕ|2 dV + [inf(0, h(x))− sup(0, a(x))C(η)]
∫
V ϕ
2(x)dV
[∫V f (x)|ϕ|q(x)dV ]2/q

[
inf
x∈Vn
(
0, h(x)
)− sup
x∈Vn
(
0, a(x)
)
C(η)
][
inf
x∈Vn
f (x)
]−2/q‖ϕ‖22‖ϕ‖−2q  C˜ (5)
car, V étant le volume de la variété,
‖ϕ‖22‖ϕ‖−2q  V 1−2/q  sup(1,V )1−2/N = Const.
Dans l’autre sens :
λq  Jq(1)=
[∫
V
h(x)dV
][∫
V
f (x)dV
]−2/q

[∫
V
h(x)dV
]
sup
[
1,
(∫
f (x)dV
)−1]
= C1.
(ii) Soit {ϕi} ⊂H2 une suite minimisante telle que∫
V
f (x)|ϕi|q dV = 1 et lim
i→∞Jq(ϕi)= λq .
Nous montrons maintenant que {ϕi} est bornée dans H2. D’abord,
‖ϕi‖22  V 1−2/q‖ϕi‖2q  sup(1,V )1−2/q inf
[
f (x)
]−2/q  C2 (6)
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et d’après (5) :Jq(ϕi)
1
2
∫
V
|ϕi|2 dV +
[
inf
(
0, h(x)
)− sup(0, a(x))C(η)]∫
V
ϕ2i dV
 1
2
∫
V
|ϕi|2 dV +C.
En conséquence, pour les termes de la suite tels que Jq(ϕi) 1+ λq ,∫
V
|ϕi |2 dV  2(1+ λq)+ 2|C|,
avec λq borné,
C  λq C1. (7)
Ainsi, nous avons montré que∫
V
|ϕi |2 dV  C3 et que ‖ϕi‖2 
√
C2. (8)
D’où par interpolation la suite {ϕi}i est bornée dans H2.
(iii) Si 2< q <N , il existe une fonction ϕq ∈H2, ϕq ≡ 0 qui vérifie :
Jq(ϕq)= λq et
∫
V
f (x)|ϕq |q dV = 1.
En effet, les inclusions H2 ⊂H1 et H2 ⊂ Lq (pour 2 < q < N ) sont compactes (théorème
de Kondratchev), et comme les ensembles fermés, bornés dans H2 sont faiblement
compacts (théorème de Banach), il existe une sous-suite {ϕj } de {ϕi} et une fonction
ϕq ∈H2 telles que :
(α) ϕj → ϕq dans Lq et dans H1,
(β) ϕj → ϕq faiblement dans H2,
(γ ) ϕj → ϕq p.p.
D’après α nous avons :∫
V
a(x)|∇ϕj |2 dV →
∫
V
a(x)|∇ϕq|2 dV,
∫
V
h(x)ϕ2j dV →
∫
V
h(x)ϕ2q dV et
∫
V
f (x)|ϕq |q dV = 1,
D. Caraffa / J. Math. Pures Appl. 83 (2004) 115–136 121
d’où ϕq ≡ 0. De plus β entraîne :‖ϕq‖2  lim inf
j→∞ ‖ϕj‖2, ‖ϕq‖H2  lim infj→∞ ‖ϕj‖H2 .
Par conséquent J (ϕq) limj→∞ J (ϕj )= λq . Mais comme ϕq ∈H2, λq  J (ϕq) d’après
la définition de λq .
Ainsi λq = J (ϕq) et ‖ϕq‖2 = limj→∞ ‖ϕj‖2.
En conséquence ϕj → ϕq fortement dans H2, ϕq réalise le minimum de Jq et∫
V f (x)|ϕq |q dV = 1.
(iv) Pour q ∈ (2,N), ϕq satisfait l’Éq. (Eq) faiblement dans H2. Ecrivons l’équation
d’Euler.
Soit ϕ˜ = ϕq +µψ avec ψ ∈H2. Faisons un développement limité (µ est petit) :
Jq(ϕ˜)= J (ϕq)
[
1+µq
∫
V
f (x)|ϕq |q−2ϕqψ dV
]−2/q
+ 2µ
[∫
V
ϕqψ dV −
∫
V
a(x)∇iϕq∇iψ dV +
∫
V
h(x)ϕqψ dV
]
+O(µ2).
Donc pour tout ψ ∈H2 :∫
V
ϕqψ dV −
∫
V
a(x)∇iϕq∇iψ dV +
∫
V
h(x)ϕqψ dV = λq
∫
f (x)|ϕq |q−2ϕqψ dV,
ϕq vérifie :
2ϕq +∇
[
a(x)∇ϕq
]+ h(x)ϕq = λqf (x)|ϕq |q−2ϕq, (9)
faiblement dans H2.
(v) En utilisant la méthode “bootstrap” employée par Yamabe, on a montré dans notre
précédent article [3], que ϕq ∈ L∞. Le fait que f soit constante ne change rien.
La démonstration est la même que celle du Lemme 2. de D. Caraffa [3]).
Le fait que pour q ∈ (2,N), ϕq ∈ L∞, implique que
A(ϕq)=2ϕq +∇
[
a(x)∇ϕq
]+ h(x)ϕq ∈L∞.
Comme A est un opérateur elliptique d’ordre 4, d’après un théorème de régularité bien
connu, la solution ϕq ∈ C3,β pour β ∈ (0,1). D’où
A(ϕq)=2ϕq +∇
[
a(x)∇ϕq
]+ h(x)ϕq ∈ C1,α
pour un α ∈ (0,1). En conséquence ϕq ∈ C5,α . ✷
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Démonstration du Théorème 1. Prenons une suite q → N avec ϕq solution de (Eq).
Comme la suite {ϕq} est bornée dans H2, le théorème de Banach nous dit qu’il existe une
fonction ψ ∈ H2 et une sous-suite {ϕqi } (qi → N) telles que ϕqi → ψ faiblement dans
H2, fortement dans H1 et L2 (théorème Kondratchev) et p.p. Alors d’après la convergence
faible pour tout g ∈H2,∫
V
gϕqi dV −
∫
V
a(x)∇νg∇νϕqi dV +
∫
V
h(x)gϕqi dV
→
∫
V
gψ dV −
∫
V
a(x)∇νg∇νψ dV +
∫
V
h(x)gψ dV. (10)
De plus ∫
V
fgϕqi |ϕqi |qi−2 dV →
∫
V
fgψ|ψ|N−2 dV, (11)
car nous avons convergence faible de ϕqi |ϕqi |qi−2 vers ψ|ψ|N−2 dans LN/(N−1) d’après
un théorème bien connu (Aubin [2, p. 79]). En effet, puisque ϕqi → ψ p.p. et que la suite
{ϕqi } est bornée dans H2, nous avons ϕqi |ϕqi |qi−2 →ψ|ψ|N−2 p.p. et∥∥ϕqi |ϕqi |qi−2∥∥N/(N−1) = ‖ϕqi‖qi−1(qi−1)N/(N−1)  ‖ϕqi‖qi−1N  C6‖ϕqi‖qi−1H2 C7.
Ainsi g ∈ H2 ⊂ LN = (LN/(N−1))∗ entraîne fg ∈ H2 car f (x) ∈ C∞ et
fg ∈ (LN/(N−1))∗ d’où (10). D’après (9), (10) et (11),ψ vérifie faiblement dansH2 l’équa-
tion :
2ψ +∇[a(x)∇ψ]+ h(x)ψ = λNf (x)ψ|ψ|N−2 (12)
avec λN limite d’une sous-suite convergente extraite de {λqi } qui est bornée (7). ✷
Proposition 3. Les λq sont soit : tous positifs, soit tous négatifs, soit tous nuls. La fonction
q → |λq | est décroissante et continue. De plus λN = limqi→N λqi est égal à ν = InfJ (ϕ)
pour ϕ ∈H2, ϕ ≡ 0 dans le cas positif.
Démonstration. Examinons tout d’abord le cas où un λq = 0. Cela signifie que Jq(ϕ) 0
pour ϕ ∈H2 et que Jq(ϕq)= 0. Il s’en suit que tous les λq sont nuls, en conséquence λ= 0
et ψ est proportionnelle à ϕq qui est non nulle puisque
∫
V
f (x)|ϕq |q dv = 1.
Dans le cas où un λq est négatif ils le sont tous car
λp  Jp(ϕq)= Jq(ϕq) {
∫
V
f (x)|ϕq |p}2/q
{∫
V
f (x)|ϕq |p}2/p = λq
{∫
V
f (x)|ϕq |q}2/q
{∫
V
f (x)|ϕq |p}2/p < 0 (13)
et nous avons aussi λp < 0.
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Dans le troisième cas les λq sont tous positifs. En effet si λq > 0 alors,λp = Jp(ϕp)= Jq(ϕp) {
∫
V f (x)|ϕp|p}2/p
{∫V f (x)|ϕp|q}2/q  λq {
∫
V f (x)|ϕp|p}2/p
{∫V f (x)|ϕp|q}2/q > 0. (14)
On suppose
∫
V f (x)dV = 1 pour la démonstration (on peut toujours s’y ramener car
l’équation est non-linéaire).
Pour ϕ ∈ C∞, la fonction q→ (∫V f (x)|ϕ|q dV )1/q est croissante : en effet soit q  p,
écrivons l’inégalité de Hölder avec f (x)dV comme élément de volume(∫
V
f (x)|ϕq |q dV
)

(∫
V
f (x)dV
)1−q/p(∫
V
f (x)|ϕq |p dV
)q/p
.
Donc |Jp(ϕ)|  |Jq(ϕ)| ce qui implique |λp|  |λq | car les fonctions C∞ sont denses
dans H2. Montrons maintenant la continuité.
Les inégalités (13), (14) sont valables si on permute p et q . D’où q→ λq est continue
sur ]2,N[. Reste la continuité en q =N . Pour ∀ε > 0 il existe une fonction ϕ ∈ C∞ telle
que JN(ϕ) < ν + ε.
Dans le cas positif, d’après (14) ν  λN .
On ne peut pas avoir ν < λN , car en prenant ε  δ avec δ = λN − ν on aurait
JN(ϕ) < λN et donc, pour q voisin de N Jq(ϕ) < λq , ce qui est absurde. D’où la continuité
sur ]2,N] dans le cas positif. ✷
Montrons que sous l’hypothèse du Théorème 1, ψ , la solution de (E) que nous venons
de trouver, n’est pas triviale.
La démonstration est analogue à celle faite dans Caraffa [3] lorsque f (x)≡ Const. En
effet chaque ϕqi satisfait :
1 =
(∫
V
f (x)|ϕqi |q dV
)2/q
 sup
[
f (x)
]2/q‖ϕqi‖2NV 2/N−2/q
et
‖ϕqi‖2N  (1+ ε)K22‖ϕqi‖22 +A(ε)‖ϕqi‖22
qui donnent
sup
[
f (x)
]−2/q
V 2/q−2/N
 (1+ ε)K22‖ϕqi‖22 +A(ε)‖ϕqi‖22
 (1+ ε)K22
{
(1+ η˜)
[
λqi +
∫
V
a(x)∇µϕqi∇µϕqi dV −
∫
V
h(x)ϕ2qi
]
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− η˜
∫
|ϕqi |2 dV
}
+A(ε)
∫
|ϕqi |2 dV, (15)V V
avec η˜ assez petit.
D’après le Lemme 3 de Caraffa [3], pour chaque η > 0, il existe un C(η) tel que∫
V
a(x)∇µϕqi∇µϕqi dV  sup
[
a(x),0
]∫
V
|∇ϕqi |2 dV
 sup
[
a(x),0
][
η
∫
V
|ϕqi |2 dV +C(η)
∫
ϕ2qi dV
]
.
On prend η˜= sup[a(x),0]η dans l’inégalité (15). Elle devient :
V 2/q−2/N sup
[
f (x)
]−2/q − (1+ ε)K22 (1+ η˜)λqi  C10(ε, η˜)∫
V
ϕ2qi dV.
Lorsque q→N , V 2/q−2/N → 1, sup[f (x)]2/q → sup[f (x)]2/N .
Les constantes ε et η peuvent être choisies aussi petites qu’on veut, de sorte que si
sup[f (x)]2/NK22ν < 1, à partir d’un certain q0 < N pour q > q0, avec un bon choix de ε
et η, le membre de gauche est strictement positif supérieur à ξ > 0. Donc, nous obtenons∫
V
ϕ2qi dV  ξC
−1
10 = C11 > 0 et comme la suite {ϕqi } converge fortement vers ψ dans L2,∫
V
ψ2 dV > 0,
d’où ψ ≡ 0.
En utilisant la méthode de Vaugon [4], on démontre que la suite {ϕqi }qi est unifor-
mément bornée dans Lρ avec ρ >N et que ψ ∈L∞.
En conséquenceψ ∈C5,α(V ) par la méthode de “bootstrap”. Enfin, suivant la régularité
de la fonction δ : t→ |t|8/(n−4), ψ ∈C∞ pour n= 5,6,8 ou si ψ > 0.
2.3. Sur la positivité de ψ , solution trouvée de l’Éq. (E)
Nous avons montré qu’il existe une solution ψ de l’Éq. (E), maintenant nous
démontrons qu’elle est positive et C∞, si les fonctions a(x) et h(x) vérifient certaines
propriétes. Soit ψ ∈H2,ψ ≡ 0 la solution de l’Éq. (E).
Si a et h sont des fonctions constantes on peut montrer la :
Proposition 3. Si a(x)≡ a =−2α et h(x)≡ b = α2, le minimiseur ψ de la fonctionnelle
I (ϕ) sur H2 est strictement positif et C∞.
Même résultat si les racines de l’équation x2 + ax + b= 0 sont positives.
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Démonstration. Soient α > 0 une constante et ϕ ∈H2, ψ ≡ 0. Comme l’opérateur +α
est inversible pour des espaces bien choisis, il existe une fonction φ vérifiant l’équation :
φ + αφ = |ϕ + αϕ|.
Si ϕ + αϕ  0 (respectivement  0) nous avons φ = ϕ (respectivement φ =−ϕ), sinon
on démontre que φ > |ϕ|, (voir Caraffa [3]).
Il s’en suit que (∫
f (x)|ϕ|q dV
)2/q
<
(∫
f (x)|φ|q dV
)2/q
et
I (ϕ)=
∫
V
|ϕ|2 dV −
∫
V
a(x)|∇ϕ|2 dV +
∫
V
h(x)ϕ2(x)dV = I (φ).
En conséquence il existe k < 1 avec kφ ∈H2, kφ ≡ 0, tel que
J (kφ) < J (ϕ).
Donc la solution ϕq de notre problème est non négative (respectivement non positive ; dans
ce cas on raisonne sur −ϕq ). D’après le principe du maximum ceci entraîne ϕq > 0. D’où
on peut prouver que ϕq > 0 pour tout q . Par conséquent la fonction ψ limite p.p. d’une
suite de fonctions  0 est en conséquence  0 et enfin, d’après le principe de maximum,
on conclut que ψ > 0. ✷
3. Applications du Théorème 1
3.1. Application aux variétés riemanniennes compactes de dimension n > 6
Théorème 3. Lorsque n > 6, si en un point P où f est maximum,
a(P )C(n)+R(P)+ C˜(n) f
f (P )
> 0,
alors (E) a une solution ψ ∈H2.
Démonstration. Considérons un système de coordonnées normales (y1, y2, y3, . . . , yn)
géodésiques centré en P ∈ V un point où f est maximum. Lorsque n > 6 effectuons un
développement limité de J (λϕk) pour k→ 0, avec la suite
λϕk = λ(r)
(
r2 + k2)−(n−4)/2, (16)
ici λ(r) est une fonction C∞ égale à 1 sur Bp(ε) (0 < 2ε < d , le rayon d’injectivité de V )
et 0 sur V \Bp(2ε).
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Nous reprenons les calculs qui ont été faits dans Caraffa [3].
Pour le dénominateur de Jk = J (λϕk)|Bε(P ) :∫
Bε
f (x)(λϕk)
N = ωn−1I
n/2−1
n
2kn
×
{
f (P )− k
2
n− 2
[
f
2
+ f (P )R
6
]}
et donc (∫
Bε
f (x)(λϕk)
N
)−(n−4)/n
=
(
ωn−1In/2−1n
2kn
f (P )
)−(n−4)/n
×
{
1+ k2 n− 4
n(n− 2)
[
f
2f (P )
+ R
6
]}
. (17)
Quand au numérateur nous avons montré que
ωn−1In/2−1n
2kn−4
n(n− 2)(n+ 2)(n− 4)
×
{
1− k2
[
4(n− 1)a(P )
(n− 6)(n− 2)(n+ 2) +
R(n2 + 4n− 20)
6(n− 6)(n− 2)(n+ 2)
]
+O(k3)}.
Il s’en suit que
Jk = n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)24 ω
n/4
n f (P )
−2/N
×
{
1− k2
[(
4(n− 1)a(P )
(n− 6)(n− 2)(n+ 2) +
R(n2 + 4n− 20)
6(n− 6)(n− 2)(n+ 2)
)
− n− 4
n(n− 2)
(
f
2f (P )
+ R
6
)]
+O(k3)}
=K−22 f (P )−2/N ×
{
1− k2
[
a(P )C1(n)+R(P)C2(n)+C3(P ) 
f (P )
]
+O(k3)}
avec
C(n)= C1(n)
C2(n)
= 2n(n− 1)
n2 − 2n− 4 > 0, C3 =−
n− 4
2n(n− 2) < 0
et
K−22 = n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)
(
I
n/2−1
n ωn−1
2
)4/n
= n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)
24
ω
4/n
n ,
car ωn = 2n−1ωn−1In/2−1n .
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Nos calculs montrent que :Jk →K−22 f (P )−2/N
et que les intégrales sur B2ε\Bε ne perturbent pas les développements limités, comme
précisé dans Caraffa [3]. On conclut que J (λϕk)→K−22 f (P )−2/N .
D’où ν K−22 f (P )−2/N . L’inégalié du Théorème 1 : ν < K
−2
2 f (P )
−2/N est vérifiée
s’il existe un point P où f admet un maximum tel que
R(P)+ a(P )C(n)+ C˜(n) f
f (P )
> 0,
avec C˜ < 0. En conséquence, d’après le Théorème 1, il existe une solution non triviale de
l’Éq. (E). ✷
3.2. Application aux variétés riemanniennes compactes de dimension n= 6
Théorème 4. Lorsque n = 6, s’il existe un point P ∈ V où R(P) >−3a(P ) alors (E) a
une solution ψ ∈H2, quelle que soit la fonction f (x) partout positive.
Démonstration. Lorsque n= 6, un développement limité de J (λϕk) pour k→ 0 avec la
suite définie en (16) montre que l’expression du dénominateur, pour n= 6, reste le même
que pour n > 6 et donc :
(
ωn−1In/2−1n
2kn
f (P )
)−(n−4)/n{
1+ k2 n− 4
n(n− 2)
[
f
2f (P )
+ R
6
]}
,
car
∫
V
f (x)(λϕk)
N = ωn−1I
n/2−1
n
2kn
×
{
f (P )− k
2
n− 2
[
f
2
+ f (P )R
6
]}
.
Par contre l’expression du numérateur de Jk lorsque n= 6 est :
ωn−1
2kn−4
(n− 4)2 ×
{
n(n− 2)(n+ 2)
(n− 4) I
n/2−1
n − k2 Log
(
1
k2
)[
a(P )+ 2R
n
]
+O(k2)},
avec I
q
p =
∫∞
0 t
q(1− t)−p dt .
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Il s’en suit queJk = ωn−12kn−4 (n− 4)
2 ×
{
n(n− 2)(n+ 2)
(n− 4) I
n/2−1
n − k2 Log
(
1
k2
)[
a(P )+ 2R
n
]
+O(k2)}
×
(
ωn−1In/2−1n
2kn
f (P )
)−(n−4)/n
=K−22 f (P )−1/3 − 4k2 Log
(
1
k2
)(
ωn−1
2
)3/4(
f (P )I
n/2−1
n
)−1/3[
a(P )+ R
3
]
+O(k2).
En conséquence lorsque k→ 0,
J (λϕk)→K−22 f (P )−1/3,
d’où nous avons ν <K−22 f (P )−1/3 s’il existe un point P tel que
R(P) >−3a(P ).
D’après le Théorème 1 il existe alors une solution non triviale de l’Éq. (E). ✷
4. Existence et non-existence d’une solution ψ pour le problème (P)
Sur (W,g), une variété riemannienne, compacte C∞ et à bord ∂W , nous établissons
des théorèmes d’existence et de non-existence de solutions u ∈ C5,α(W) (ou C∞(W)) du
problème elliptique du quatrième ordre avec données au bord :
(P)
{
2u+∇i[a(x)∇iu]+ h(x)u= λf (x)u|u|N−2 sur Wn,
u|∂W = γ |∂W , u|∂W = η,
γ et η sont deux fonctions C∞ sur (W,g), N = 2n/(n− 4), λ est un réel à déterminer,
a(x),h(x) et f (x) comme précédemment.
Sous certaines hypothèses nous pourrons démontrer l’existence d’une solution non
triviale de (P). Mais comme l’exposant au deuxième membre est critique nous devrons
considérer (suivant la méthode de Yamabe) des équations approchées.
4.1. Sur la meilleure constante dans les inégalités de Sobolev pour les espaces Hp1 (W)
et Hq2 (W)
Nous montrons ci-dessus des résultats sur les meilleures constantes dans les inégalités
de Sobolev pour les espacesHp1 (W) etH
q
2 (W). Le théorème qui suit donne une majoration
de K˜2(n, q), la meilleure constante dans l’inclusion de Sobolev (Hq2 (W)⊂ Lp(W)).
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Proposition 3. Notons K1 =K1(n, r) la meilleure constante pour l’inclusion de Sobolev
n r qpour R H1 ⊂ Lp . Alors la meilleure constante pour l’inclusion H2 (W)⊂ (LpW) :
K˜2(n, q) satisfait l’inégalité suivante :
K˜2(n, q) 22/nK1(n, r)K1(n, q), (18)
avec 1/r = 1/q − 1/n et 1/p = 1/q − 2/n.
Démonstration. D’après le Théorème 2.21 de T. Aubin [2], lorsque ϕ ∈Hr1 (Rn) :
‖ϕ‖p K1(n, r)‖∇ϕ‖r (19)
et lorsque ϕ ∈Hq1 (Rn)
‖ϕ‖r K1(n, q)‖∇ϕ‖q, (20)
avec 1/p= 1/r − 1/n.
Soit ψ ∈ Hq2 (E) avec E = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x1 < 0}. On peut supposer
ψ ∈D(E), ces fonctions étant denses dans Hq1 (E). On considère ψˆ définie sur Rn
par ψˆ(x) = ψ(x) si x ∈ E et ψˆ(xˆ) = ψ(x) quand xˆ = (−x1, x2, . . . , xn) ∈ E, où
(x1, x2, . . . , xn) sont les coordonnées de x .
Mais
‖ψ‖p =
(∫
E
|ψ|p dx
)1/p
= 2−1/p
( ∫
Rn
|ψˆ|p dx
)1/p
et
‖∇ψ‖r =
(∫
E
|∇ψ|r dx
)1/r
= 2−1/r
( ∫
Rn
|∇ψˆi |r dx
)1/r
.
D’après (19) appliqué à la fonction ψˆ ∈Hr1 (Rn), on trouve que : pour toute ψ ∈Hr1 (E) :
21/p‖ψ‖p  21/rK1(n, r)‖∇ψ‖r .
Si ψ ∈Hq2 (E), ϕ = |∇ψ| ∈Hq1 (E) et donc pour 1/p= 1/r − 1/n= 1/q − 2/n,
21/r‖ϕ‖r  21/qK1(n, q)‖∇ϕ‖q .
En conséquence, pour tout ψ ∈Hq2 (E),
‖ψ‖p  22/nK1(n, q)K1(n, r)
∥∥∇|∇ψ|∥∥
q
 22/nK1(n, q)K1(n, r)
∥∥∇2ψ∥∥
q
.
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Puisque la meilleure constante de Sobolev dans l’inclusion Hq2 (W)⊂ Lp(W) ne dépend
pas de la variété mais seulement de n et de q , on obtient :
K˜2(n, q) 22/nK1(n, q)K1(n, r). ✷ (21)
4.2. Enoncé du problème (P)
Sur (W,g), une variété riemannienneC∞ compacte à bord ∂W de dimension n > 4, on
cherche une fonction u et une constante λ solutions du problème elliptique du quatrième
ordre :
(P)
{
2u+∇i[a(x)∇iu]+ h(x)u= λf (x)u|u|N−2 sur Wn,
u|∂W = γ |∂W , u|∂W = η|∂W ,
où γ et η sont deux fonctions C∞ sur (W,g), N = 2n/(n− 4), λ est un réel à déterminer,
a(x), h(x) et f (x) comme précédemment.
4.3. Preuve de l’existence d’une solution u du problème (P)
On considère pour 2 < q <N le problème suivant :
(Pq)
{
2v +∇i[a(x)∇iv] + h(x)v = λf (x)(v+ ϕ)|v+ ϕ|q−2 + g(x) sur Wn,
v|∂W = 0, v|∂W = 0,
où g et ϕ sont des fonctions C∞(W), ϕ ≡ Const. et g(x)+λf (x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0 pour
tout λ. Soit :
Jq(v)=
∫
W
|v|2 dW −
∫
W
a(x)|∇v|2 dW +
∫
W
h(x)v2 dW − 2
∫
W
g(x)v dW (22)
la fonctionnelle associée qui est bien définie puisque H2 ⊂ LN ⊂ Lq.
On définit A= ˚H1 ∩H2 et
λq = InfJq(v) pour tout v ∈Aq =
{
w ∈A:
∫
W
f (x)|w+ ϕ|q dW = µ, µ> 0
}
.
Remarque. La Jq du problème (Pq ) n’est pas homogène.
Lemme 1. Pour toute ϕ ∈C(W)∩ ˚H1(W), alors ϕ|∂W = 0.
Démonstration. Si on montre que pour toute fonction g ∈ C(W) ∫
∂W
ϕg dW = 0, alors
ϕ|∂W = 0. Soit {ϕi}i ∈ D(W) telle que ϕi → ϕ dans H1.
∫
∂W ϕig dW = 0 évidemment,
prenons g = ∂νf où f ∈C2(W). D’après le théorème de Stokes on a :
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0=
∫
ϕi∂νf dW =
∫
∇µ[ϕi∇µf ]dW =
∫
∇µϕi∇µf dW +
∫
ϕi∇µ∇µf dW∂W W W W
→
∫
W
∇µϕ∇µf dW +
∫
W
ϕ∇µ∇µf dW =
∫
∂W
ϕ∂νf dW
pour la convergence forte dans H1.
Par conséquent
∫
∂W ϕg dW = 0 pour tout g ∈ C(W), d’où ϕ|∂W = 0.
Théorème 7. Pour 2 < q < N , il existe un réel λ = λq et une fonction vq ∈Aq solution
du problème (Pq) avec Jq(vq)= λq .
Démonstration. (i) λq est fini.
D’après le Lemme 3 de Caraffa [3] pour tout η, il existe une constante C(η) telle que
pour η[sup(0, a(x))] 1/2 on a :
Jq(v)
1
2
‖v‖22 +
[
inf
(
0, h(x)
)− sup(0, a(x))C(η)]‖v‖22 − 2 sup(∣∣g(x)∣∣)∣∣∣∣ ∫
W
|v|dW
∣∣∣∣

[
inf
(
0, h(x)
)− sup(0, a(x))C(η)− 2 sup(∣∣g(x)∣∣)Vol(W)1/2]‖v‖22
=−C1‖v‖22. (23)
Pour démontrer que λq =∞, il faut montrer que Aq n’est pas vide.
Si la contrainte µ est égale à
∫
W f (x)|ϕ|q dV , 0 ∈Aq alors λq  Jq(0).
Si nous considérons une famille de fonctions ψk,m ∈ D(W), (k,m) ∈ R× N de sorte
que ψk,m converge dans Lq vers la fonction k − ϕ lorsque m→∞.
Posons βm(k)=
∫
W
f (x)|ψk,m + ϕ|q dW pour tout k ∈R. On a
βm(0)=
∫
W
f (x)|ψ0,m + ϕ|q dW → 0,
d’où pour un m que l’on choisit, βm(0) < µ/2. Maintenant lorsque k → +∞,
βm(k)→+∞. Donc la fonction βm(k) va de µ/2 à l’∞. En conséquence, il existe un
k˜ tel que βm(k˜)= µ.
(ii) Soit {vi} ∈Aq une suite minimisante :
lim
i→∞Jq(vi)= λq .
Nous voulons montrer que la suite {vi} est bornée dans H2(W). On a :
‖vi‖22  ‖vi‖2q Vol(W)1−2/q 
(‖vi + ϕ‖q + ‖ϕ‖q)2 Vol(W)1−2/q

{[
inff (x)
]−1/q
µ1/q +‖ϕ‖q
}2
sup
[
1,Vol(W)
]1−2/N  C2, (24)
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car[
inff (x)
]1/q‖vi + ϕ‖q  (∫
V
f (x)
∣∣vi(x)+ ϕ∣∣q)1/q dV = µ1/q
et l’application q→‖ϕ‖q est continue pour 2 q N donc bornée.
D’après (23) et (24) :
Jq(vi)
1
2
∫
|vi |2 −C1C2,
les constantes C1et C2 ne dépendent ni de vi ni de q .
Pour les termes de la suite tels que J (vi) 1+ λq , ceci donne :∫
V
|vi |2 dV  2(1+ λq)+ 2C1C2. (25)
De plus,
λq  J (ψk˜,m).
Ainsi nous avons montré que∫
V
|vi |2 dV  C5 et ‖vi‖2 
√
C2, (26)
d’où la suite {vi} est bornée dans H2 par interpolation.
(iii) Les théorèmes de Banach et Kondratchev (l’inclusion H2(W) ⊂ Lq(W) est
compacte) entraînent l’existence d’une fonction vq et d’une sous—suite {vj } ⊂ {vi} telles
que vj → vq faiblement dans H2 et fortement dans H1 et Lq .
De la convergence faible dans H2 on déduit que J (ϕq) limi→∞ J (vj )= λq .
Par la convergence forte dans Lq :
∫
V f (x)|vq + ϕ|q dW = µ d’où vq ∈ Aq et en
conséquence, λq  J (vq). Ainsi vq réalise le minimum de la fonctionnelle : λq = J (vq) et
‖vq‖2 = limi→∞‖vi‖2, en conséquence, vj → vq fortement dans H2.
(iv) vq satisfait l’équation d’Euler du problème variationnel considéré. Calculons les
différentielles de J et de la contrainte. Soit ψ ∈A,
1
2
DvqJ (ψ)=
∫
W
vqψ dW −
∫
W
a(x)∇ivq∇iψ dW +
∫
W
h(x)vqψ dW −
∫
W
g(x)ψ dW
= βq
∫
W
f (x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)ψ dW, (27)
βq étant le multiplicateur de Lagrange.
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En intégrant par partie on a, avec ψ|∂W = 0,∫
W
{
2vq +∇
[
a(x)∇vq
]+ h(x)vq − g(x)− βqf (x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)}ψ dW
=
∫
∂W
vq∂nψ dW ;
vq vérifie au sens de distribution sur W ,
2vq +∇i
[
a(x)∇ivq
]+ h(x)vq = βqf (x)(vq + ϕ)|vq + ϕ|q−2 + g(x), (28)
et sur ∂W : vq = 0.
Pour ψ = vq on a
λq = βq
∫
W
f (x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)vq dW −
∫
W
gvq dW.
Donc en général λq ≡ βq .
En plus il existe un q0 <N tel que pour tout q > q0 vq ≡ 0 car vq ≡ 0 n’est pas solution
faible dans A de l’Éq. (28).
Sinon on aurait g(x) = −βq
∫
W
f (x)|ϕ|q−2ϕ dW , ce qui est contraire à l’hypothèse
pour q voisin de N.
(v) La suite {βq} est bornée.
En effet si on additionne
∫
W
f (x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)ϕ dW aux membres de (27) pour
ψ = vq on obtient :
λq +
∫
W
g(x)vq dV +
∫
W
f (x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)ϕ dW = βqµ
et en conséquence,
|βq | µ−1
{
|λq | + sup
∣∣g(x)∣∣‖vq‖1
+
(∫
W
f (x)|vq + ϕ|q dW
)(q−1)/q(∫
W
f (x)|ϕ|q dW
)1/q}
 µ−1
{
|λq | + sup
∣∣g(x)∣∣‖vq‖1 +µ(q−1)/q ∫
W
f (x)|ϕ|q dW
}
C, (29)
car la suite {λq} est uniformément bornée, ‖vq‖H2  Const. et ϕ est une fonction C∞(W)
fixée, ce qui implique que la suite {βq} est bornée.
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(vi) Régularité pour vq .
5,αComme vq vérifie (28), vq ∈C (W) pour un certain α ∈ (01).
On considère maintenant le problème :
(PN)
{
2v +∇i[a(x)∇iv]+ h(x)v = λf (x)(v+ ϕ)|v+ ϕ|N−2 + g(x) sur Wn,
v|∂Wn = 0, v|∂Wn = 0,
et la fonctionnelle associée :
J (v)=
∫
W
|v|2 dV −
∫
W
a(x)|∇v|2 dV +
∫
W
h(x)v2 dV − 2
∫
W
g(x)v dV, (30)
où g et ϕ sont des fonctions C∞(W), ϕ ≡ Const. et g(x)+λf (x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0 pour
tout λ. On définit ν = infJ (v) pour v ∈AN , où
AN =
{
w ∈A:
∫
W
f (x)|w+ ϕ|N dV = µ
}
,
A= ˚H1 ∩H2. ✷
Théorème 8. Il existe une fonction dans AN solution non triviale du problème (PN).
Démonstration. Prenons une suite q→N avec vq solution du problème (Pq). Comme la
suite {vq} est bornée dans H2, le théorème de Banach nous dit qu’il existe une fonction
v ∈H2 et une sous-suite {vqi } (qi →N) telles que vqi → v faiblement dans H2, fortement
dans H1 et donc dans L2 (théorème de Kondratchev) et p.p.
D’après la convergence faible pour tout ψ ∈A,∫
W
ψvqi dW −
∫
W
a(x)∇νψ∇νvqi dW +
∫
V
h(x)ψvqi dW − 2
∫
W
g(x)ψ dW
→
∫
W
ψv dW −
∫
W
a(x)∇νψ∇νv dW +
∫
V
h(x)ψv dW − 2
∫
W
g(x)v dW.
De plus,∫
W
f (x)(vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2ψ dW →
∫
W
f (x)(v+ ϕ)|v+ ϕ|N−2ψ dW,
car nous avons convergence faible de (vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2 vers (v + ϕ)|v + ϕ|N−2 dans
LN/(N−1), d’après un théorème bien connu (Aubin [2, p. 79]).
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En effet comme la suite vqi → v p.p. et {vqi } est bornée dans LN/(N−1) :∥∥vqi |vqi |qi−2∥∥N/(N−1) = ‖vqi‖qi−1(qi−1)N/(N−1)  1+ ‖vqi‖N−1N  C6‖vqi‖N−1H2 + 1 C7,
(vqi )|vqi |qi−2 → (v)|v|N−2 p.p.,∥∥(vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2∥∥N/(N−1)  ∥∥|vqi + ϕ|∥∥qi−1N  (‖vqi‖N + ‖ϕ‖N )qi−1
 C8
(‖vqi‖H2 + ‖ϕ‖H2)qi−1  C9.
Nous avons montré que la suite {vqi + ϕ} est bornée dans H2. Ainsi
ψ ∈H2 ⊂ LN = (LN/(N−1))∗.
fψ ∈H2 puisque f (x) ∈ C∞ d’où :∫
W
fψ(vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2 dW →
∫
W
fψ(v + ϕ)|v+ ϕ|N−2 dW.
La fonction v vérifie au sens faible dans A le problème (P) avec, λ = limqi→N βqi (où
d’une sous-suite) puisque la suite {βqi }2<qi<N est uniformément bornée d’après (29). ✷
Théorème 9. Le problème (P) est équivalent au problème (PN) avec u= v+ϕ, où ϕ ∈ C∞
est la solution de l’équation du deuxième ordre :
(Q)
{
ϕ(x)= γ (x) dans W,
ϕ(x)|∂Wn = η(x)|∂Wn.
v est alors la solution du problème (PN).
Démonstration. En effet si on pose u= v + ϕ le problème (P) devient :
(P)
{
2v+∇i[a(x)∇iv]+ h(x)v = λf (x)(v+ ϕ)|v+ ϕ|N−2 + g(x) sur Wn,
v|∂W = v|∂Wn = 0,
où la fonction −g(x)=2ϕ +∇i[a(x)∇iϕ] + h(x)ϕ.
Sous l’hypothèse g(x) + λf (x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0 on a montré que v ≡ 0 et donc la
fonction u= v + ϕ solution du problème (P).
Si g(x)+ λf (x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0, alors u= ϕ est la solution cherchée. ✷
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